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Jedna nierownos¢ — wiele dowodow

Gdy przygotowujemy ucznidow do matury z matematyki, dowodzimy nieréwnosci réznego typu
i wykorzystujemy oczywisty fakt, ze kwadrat liczby rzeczywistej jest zawsze liczbg nieujemna.

Wezmy uktad nieréwnosci prawdziwy dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b,c.

Gdy dodamy te trzy nieréwnosci stronami i zastosujemy wzory skréconego mnozenia, otrzymamy
nieréwnoé¢ 2a? +2b? +2¢®> —2ab —2bc —2ca >0,

ktora mozemy zapisa¢ w postaci a +b? +¢? > ab +bc +ca .

Zadanie

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b,c prawdziwa jest nieréwnos¢:

a’+b?>+c”*>ab+bc+ca.

Na przyktadzie powyzszej nieréwnosci przedstawie kilka metod, ktére mozna wykorzysta¢ do

dowodzenia nieréwnosci.

1. Metoda grupowania
Powyzszg nierdwnos¢ mozemy pomnozy¢ przez 2, zapisa¢ w postaci
2a’ +2b* +2¢* —2ab —2bc —2ca >0,

pogrupowac w trzech nawiasach
(a® —2ab+b?)+(b* —2bc+¢?)+(c® —2ca+a’) >0,
zastosowac wzory skréconego mnozenia i zapisa¢ nierdwno$¢ w postaci
(a—b)2 +(b—c)2 +(c—a)2 >0.

Oczywiscie suma trzech kwadratow jest liczbg nieujemna.

2. Metoda postaci kanonicznej

Rozpatrzmy funkcje trzech zmiennych f(a,b,c) =a’+b?+c*—ab —bc—ca.
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Gdy zastosujemy wobec niej analogiczng metode, jak podczas przeksztatcania postaci ogdlnej funkcji

kwadratowej do postaci kanonicznej, otrzymamy:

2 2
f(a,b,c)=a®—a(b+c)+b* —bc +c? =(a—b—;cj _(b_;cj +h?—bc+c? =

+2(b—cf.

( b+cj2 3b? — Bbc + 3¢ ( b+cj2
=la- + =la-——— 2

2 4 2

Powyzsze wyrazenie jako suma dwéch kwadratéw jest nieujemne.

Warto zauwazy(, ze 4a’® +4b? +4c? —4ab —4bc —4ca = (2a—b—c)f +3(b—cf.

3. Metoda funkcja jednej zmiennej

Intersujgce nas wyrazenie zapiszmy w postaci funkcji jednej zmiennej, np. zmiennej a:
f(a)=a?+b? +c® —ab —bc —ca =a* —(b+cla +b?* —bc +c?.

Zauwazmy, ze wyréznik tréojmianu kwadratowego jest liczbg niedodatnig

A=(b+cf —4(b> —bc+¢?)=-3b% +6bc —3¢> = -3(b—cf <0,

zatem wyrazenie a’ —(b + C) a+b? —bc+c? jest zawsze nieujemne.

4. Metoda wykorzystujaca jednorodnos$é wielomianu

Gdy zmienne a,b,C s3 jednoczeénie zerem, nieréwnos¢ jest oczywista. Zatézmy, ze C # 0.
Podzielmy nieréwnos¢ przez ¢? =0, a po podstawieniu X = % oraz Y = % nasza nieréwnos¢

bedzie miata posta¢ X? +y* +1 > Xy +X +V.

Do uzasadnienia tej prostszej nierdwnosci mozna wykorzysta¢ metody opisane powyzej.

5. Metoda ,,mniej zmiennych”
Bez straty ogdlnoéci mozemy zatozyé, ze a <b <Cc.Niechb=a+s,c=a+t,gdziet >s>0.
Wtedy nasza nieréwnosé a® +b? +c¢? > ab +bc +ca mozemy zapisac tak:
a’+(a+sf+@+tf >a(@a+s)+(@a+sha+t)+al@a+t)
2 .2 2 .2 2 2 2 2
a“+a“+2as+s“+a°+2at+t° >a“+as+a“+as+at +st+a“ +at

s? +t? >st.

Ostatnia nieréwnos¢ zawiera tylko dwie zmienne i mozna jg uzasadni¢ na wiele sposobow.

6. Nieréwnos¢ Cauchego — Buniakowskiego — Schwarza (C-B-S)
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- | - -
Nierowno$é C-B-S ma postaé |U|-[W|=>UoWw,
- - - [—
i dotyczy iloczynu skalarnego wektoréw UoW = |U|-\W|-COS @ .

Wezmy dwa wektory réznigce sie kolejnoscig liczb na odpowiednich wspotrzednych.
- - -
=w|=+a’+b?+c? oraz uow =ab +bc +ca.

Na podstawie nieréwnoéci C-B-S dostajemy a® +b? +c? >ab +bc +ca.

- -

Niech U = [a,b,c], w = b,c,a]. Wredy [u

Cwiczenie
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b,c prawdziwa jest nieréwnos¢:

a* +4b* +9¢* > 2ab +6bc +3ca.

Kolejne metody to juz typowe metody akademickie, ktére pozwalajg uzasadniaé bardziej ogdlne typy

nieréwnosci.

7. Kryterium Sylwestra dla form dwukwadratowych

. . 2 2 2
Zbadajmy forme okreslong wzorem f =X," +X,” +X;° —X;X, =X, X5 — XX,

1 -1 _1
2 2
ktorej odpowiada macierz: |-+ 1 -2
-+ -3 1
Wyznaczniki macierzy
1 1
TS 1 -3 -3
det[l]=1>0, de{ ) 2}:-20 det| -1 1 -1[=02>0
-5 1 4 11
2 2

sg dodatnie, zatem forma jest dodatnio poétokreslona i przyjmuje tylko wartosci nieujemne.

8. Pochodna funkcji trzech zmiennych

Rozpatrzmy funkcje trzech zmiennych f (X, Y, Z) =x*+ y2 +2%— Xy — Yz —12X
i obliczmy dla niej pochodne wzgledem kolejnych zmiennych:
f(x,y,z)=2x-y-z, f,(x,y,z)=2y-x~z, f,(x,y,z)=2z —-x —y.

Otrzymujemy: f, =f =f, =0 x=y=z.
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Mozemy skonstruowac hesjan

XX Xy fxz 2 -1 -1
fyX fyy fyz =-1 2 -1
f,, 2y f, -1 -1 2
i obliczy¢ stosowne wyznaczniki:
2 -1 -1
2 -1
det[2]=2>0, det| =320 det|-1 2 -1|=0>0.
- -1 -1 2

Poniewaz f(O, 0, 0):0, zatem funkcja f (X, Y, Z) =x*+ y2 +27%— XY —YZ —ZX przyjmuje wartosci

nieujemne.

9. Nieréwnos¢ Muirheada

Twierdzenie Muirheada dotyczy wielomiandw symetrycznych o zmiennych nieujemnych, i
nieréwnosci typu:

a®+b® >a’n+ab® >a’b’+a’h* >a’® +a’w’

a®+b®*+c® >a’h+bc? +ac? > abc +abc +abc czyli a® +b* +c¢® >3abc

a’ +b* +c¢* >a’b+b’c+ac’® >a’bc +ab’c+abc?.

Szczegdty twierdzenia wykraczajg poza ten artykut, ale na ich podstawie nierownos¢

a?+b?+c? > ab +bc +ca jest oczywista.

10. Metoda uporzadkowanych ciggow

Mamy trzy oceny: dwojke (2), tréjke (3) oraz pigtke (5) i prosimy ucznia, by przyporzgdkowat im wagi:
1, 2, 4 (kazdej ocenie inng wage) tak, aby Srednia wazona tych ocen byta jak najwyzsza. Dla ucznia
oczywistym jest, ze najlepszej ocenie nalezy przyporzadkowac¢ najwiekszg wage, tzn.: 5
przyporzadkowaé wage 4, 3 wage 2, a 2 wage 1. Zadne inne przyporzadkowanie nie jest bardziej

korzystne.

Zatem jedli X; <X, <Xj oraz Y, <Y, <Y,, to prawdziwa jest nieréwnosc:

lel +X2y2 +X3y3 2 leZ +X2y3 +X3yl'

Jedli przyjmiemy, ze: X, =Yy, =a, X, =Y, =D, X; =y, =C oraz, bez utraty ogélnosci, ze
a<bc<c,

to otrzymujemy a® +b? +c? > ab +bc +ca .



